A Bankruptcy Problem and the Nucleolus of an N-Person Game : The Allocation Principle in the Talmud by 中山 幹夫
く研究ノー ト〉
破産問題とn人ゲームの仁
一一Talmudの配分原理一一
中 山 幹
?
1.はじめに
n人の債権者1.2, .. , nの各々に di.d2, .. , dnの負債を残して破産す
る。破産者の全財産は各債権者にどのように分配されるべきか？
常識的な解決法は負債の大きさによる比例分割（按分）であるO しかし，こ
の比例分割が公正な分割を意味しているのかどうかは決して明らかではない。
たとえば，全財産の評価額がどの負債額よりも小さい場合は均等分割の方が理
にかなうようにみえる。何故なら，この場合にはどの債権者もその全額を要求
する根拠をもち， しかも，全額をこえる部分の要求はどの債権者についても固
様に実現不可能となるからである。
では，いかなる場合にし、かなる分割方法を採用すべきかを教える普遍原理な
るものが存在するのだろうか？ あるいは，全くのケース・パイ・ケースでし
かあり得ないのだろうか。少なくとも比例分割は普遍原理ではあり得ず，均等
分割それ自身も同様である。
実は，この問題への鍵は2000年前のパビロニアのタルムードの中にすでに
隠されていたのである。本稿の目的は，この鍵を発掘しこれを一般化して現代
( l) ユダヤ民族の社会生活全般を律する法と宗教の基礎を形成するもので，本文たる
Mishnahと，当時のラビ達による注釈文たる Gemaraとから成る。
のゲーム理論と関連づけた， AumannとMaschler（以後， A-Mと書く）の素
晴しい洞察の本質を提示することである。
ゲーム理論に関して A-Mが得た定理につけ加えるべき新しい結果は本稿に
はない。しかしながら， A-Mのこの業績は，タルムードの賢者が正義や公平と
いう概念に対してきわめて明快な考えをもっていたことを示唆するものであ
り，ゲーム理論の専門家のみならず，制度やルールの設計・評価に関心をもっ
社会科学者にとっても興味深いものであるO これが， A-Mの理論の本質を本稿
のような形で解説する動機である。
2. CG整合性
表1はパピロニアンタルムード（Kethboth93 a）に述べられている破産問
題（実際は遺産の配分問題）とその解である。
表 1
d; d1 d2 da 
E 100 200 300 
100 3 1 3 吋 3 1 3 
200 50 75 75 
300 50 100 150 
(2) Robert J. Aumann and Michael Maschler, Game Theoretic Analysis of a 
Bankr).lptcy Problem from the Talmud, Journal of Economic Thery 36. 195 
-213. 1985. 
(3) 若干異なる観点、から書かれた同種の論文として， B. O’neil, A Problen of 
Rights Arbitration from the Talmud, Mathematical Social Sciences 2, 345-
371. 1982.がある。これは，考えられる様々なルールを比較・検討したもので， A-
Mの目的とは異なる。
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d；は3人の各債権者への負債額， Eはその破産者の全財産の評価額であり， 3 
とおりのケースの解が与えられているO E= 100のケースの解は均等分割であ
り， E=300のケースでは比例分割であるO 均等分割はともかく， E=300の場
合，それが比例分割となる根拠は明らかで、はない。さらに不思議なのは E=
200のケースであるO その解は均等分割ないし比例分割のいかなる拡張や修正
でもない。タルムードの賢者は一体どんな根拠にもとづいてこれらの解を提示
したのであろうか。 A-Mによれば，これを説明しようとする試みは，この2000
年間，幾度となくタルムード学者によって繰り返され，今日に至るまで満足な
説明は与えられていないと言う。
A-Mがその鍵を手にするきっかけとなったのは， Mishnah(Baba Metzia 
2 a）の次の記述である。
Two hold a garment ; one claims it al, the other claims half. 
Then the one is awarded 3 I 4 , theother 1 I 4 . 
すなわち，全部を要求するひとりと，半分を要求するひとりの間では， 314と
1/4に分割すべきであることが述べられている。 これは決して比例分割では
ないことに注意しよう。 この根底にある原理は， 後者は1/2を前者に認めて
いるのであるから残った1/2を均等に分割せよ， というもので， きわめて明
快である。この説明は1世紀に，あるピラによってすでに与えられており， A
-Mの議論の出発点はまさにこの原理にある。
いま，この原理を2人の債権者から成る破産問題に移し変えてみよう。記述
の簡略化のため，数tとOのうちの大きい方をしと書こう。つまり，
t＋ 三mαx(t, 0) 
であるOすると，債権者lが2に対して認めてもよいとする額は， E一diとOの
うちの大きい方であるから，
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(E-di)＋・
同様に，債権者2が1に対して認めてもよいとする額は，
(E-d2) ＋・
であるO したがって，これらを全体Eから差しヲ｜いて残る額こそがまさに問題
となる額であり，これについては均等分割するというのが上に述べた原理であ
る。こうして，債権者l, 2の取り分 Xi, X2は
(2.1) X1 = [E-(E-d1) ＋一（E-d2)+]I 2 + (E-d2)+, 
X2 = [E-(E-d1) ＋一 （E-d2)+] I 2 + (E-d1) + 
となる。この， l人の破産者と 2人の債権者から成る破産問題の配分原理をA
-Mは巳立盟理（contestedgarment principle）と呼んだ。 CG原理が含んでい
る分配上の価値判断は，残余の均等分割とでも呼ぶべきものだけであることに
注意しておこう。債権者lおよび2が，各々，（E-d2)+,(E一di)＋を獲得でき
るというのは当然の理であるO
さて，表lの破産問題は3人の債権者を含んでいるので， この CG原理は一
般の破産問題に適用できるように拡張されなければならない。この拡張手続き
の手際の良さは，まさに数学者のものであるO
n人の債権者1.2, .. , nをもっ破産問題を対（E;d）で表わす。ここに，
d= (di, .. , dn）は， 0 ~玉 d1 三五…豆dn および O 豆E 三五 d1 ＋…＋dnをみたす負債
額のリストであるO 破産問題（E;d）の解とは，
X1 ＋・・・＋ゐ =E 
をみたす，各債権者iへの割当て額 Xiのリスト x=(xi. 
れらの準備のもとに， CG原理が次のように適用される。
一164一
Xn）であるO こ
任意のiとj(iキj)について，（xi,Xi）が破産問題（xi十Xi;(dit di)) 
のCG原理による解となっているとき，解x=(xi. .. , Xn）は巳旦整
金也（CG-consistent）であるという。
すなわち， Eii三 Xi+xiと書くとき，解xがCG整合的であるとは，任意のiと
j (iキj）について，（xitXi）が条件
(2.2）ぁ＝ [Eij - (E;j -d;) ＋一 （Eij-dj) +] I 2 + (E;j -dj）竹
X; = [E;; - (E;;-d;) ＋一 （Eij-d;)+] I 2 + (E;; -d;) + 
をみたすことである。
こうして， CG整合解xとは，任意の2人の間でxのもとで割り当てられる
額の和についてCG原理を適用したならば，ちょうどその割り当て額が各々の
取り分となるような解xのことであるO このCG整合性を，表1の各ケースに
適用すれば，各ケースの数値がCG整合解であることが判明する。それには，
各ケースの数値が，実際，条件（2.2）をみたしていることを単純計算によって
確かめれば十分である。ここで，もし，あるケースについての別の数値の組も
また条件（2.2）をみたすようなことがあったとすれば， CG整合解は十分な説
得力をもち得ないであろう。しかし，実はこのようなことはあり得ないのであ
る。 A-Mによる次の基本定理がそれを保証する。
定理A. し、かなる破産問題も，ただ1つのCG整合解をもっO
これによって，表1の数値は厳密に CG整合解に一致することになるO
こうしてわれわれは， Talmudの賢者が， A-MによってCG整合性と名付け
られた概念、をもっていた，と考えて良いだろう。もちろん，全く別の原理によ
り， この3ケースについてのみCG整合解と一致する解を導いたという可能性
も排除できないが， CG原理の自然な適用からみるとその可能性は無視できるO
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CG原理から CG整合性への拡張の過程で，分配に関する価値判断は，残余
の均等分割以外のものは用いられていないことに注意すべきである。新たに導
入された価値判断は，ルールそのものに関するものである。やや専門的になる
が，ここでルールfとは破産問題（E;d）に対して，ある解xを対応づける関数
f: (E ; d）一→f(E ; d）二 χ
であると定義しよう。 CG整合的なルールとは， xがとくに CG整合解であるよ
うな fであるO ルールfがみたすべきであると考えられる条件のうち，次に述
べる自己整合性（self-consistency）はきわめて自然なもののひとつであるO す
なわち， fが自己整合的であるとは，
f (E ; d) =x 
ならば f(x(S) ; d I S) =x I s 
をみたすことをいう。ここにSは債権者1. 2, .. , nの任意の部分集合， x
(S）は XiをSに属するすべての債権者iについて加えたもの， dlSとxlSは
Sに属する iだけから成る負債額d；と取り分xiのリストである。要するに，
ルールfが自己整合的であるとは，破産問題（E;d）にfが適用されるならば，
債権者の任意の集まり Sについて， Sは総額x(S）を同じルールfの適用によ
り分割した場合と全く変わらない取り分を獲得するということであるO これは
jレー ルfが任意の部分Sに対しても普遍的に適用されるべきことを要請する条
件にすぎな~＇o この定義からただちに導かれるコロラリーを述べれば：
系.CG整合的ルールは自己整合的である
こうして， CG原理を CG整合性に一般化する手続きはルールとしての fの自
己整合性を合意しているのである。
以上でCG整合性という概念が表1の数値を完全に説明することが明らかに
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なった。では，任意に破産問題（E;d）が与えられたとき， CG整合解を実際に
求めるにはどうすればよいか。 Talmudの賢者達は，実際に計算を実行しえた
からこそ表1の数値を提示しえたのである。その解答は定理Aの証明の中に
ある。定理Aは存在定理であって，計算方法を与えるものではないが， A-M
は実際に CG整合解をつくってみせることによりその存在を証明したのであ
るO 彼らの構成法は言葉による抽象的なものであるが，本稿では次節において
これを一般公式の形に変換して具体的に与えよう。
3.一般公式
破産問題（E;d）が与えられているとする。 CG整合解を x=(xi. .. , Xn) 
で表わすと， xはEの大きさに依存して以下のように4種類の式で与えられ
るO なおD三d1＋・・・＋dnであり， d1豆d2孟・・・三五dnであることに注意
する。
ケー ス（i). 0豆E豆nd1/2ならばxi= E/n, i = 1 , 2,.. , n. 
これは全財産の価値Eが十分小さい場合は均等分割がCG整合解であるこ
とを述べている。表1のE=100のケースは
10豆3×100/2 = 150 
であるから均等分割となるのである。 Eがちょうどnd1/2に等しいときは
X;=d〆2 i= l, 2, .. , n 
となって，どの債権者も最も小さい額d1の半分を獲得するO
ケー ス（i）.各k=O, l, .. ,n-2について，
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(D －；~＋伶－dk+1)) I 2 ~E豆 (D-j~＋ fd; -dk+2)) /2 
ならば，
ぁ＝d;/2, i= 1. .. ' k+ 1. 
X; =Ck+i, i=k+ 2, .. , n.
守甲 1・4
t，ιー町、．，
Ck+t =dk+1/ 2 + [E-(D-L. /d; -dk+1)) I 2 J I (n-k-1) 
である。
このケースはnd1/2孟E豆D/2である場合のCG整合解を与える。 各kに
ついてEニ（D-L. 2(dj -dk+2)) I 2とすれば，
Ck+I 三五dk+2/2 
が確かめられるので， i=k+2,.. , nに対し
X; 三d;/2
であることに注意する。
Eがnd1/2から増加するにつれて，まず，債権者1(d1は最小）の取り分X1
がd1I2に到達する。以後， X1は不変に保たれ Eの増分は残りの債権者
2, .. , nの間で均等分割される。次に債権者2の取り分がdi/2に到達し，
以下，同様にしてEニD/2となった時点で債権者nの取り分が最後にdn/2に
到達して，全員が各々 di/2を獲得することになる。
表1のE=200のケースは k=0の場合の解であり， E=300のケースは k
二 n-2，すなわち E=D/2の場合である。
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ケー ス（温）．各k=n-2,n-3, .. , 1. Oについて，
ω＋五＋伊－dk+2))I 2孟E豆ω＋瓦伶－dk+1))I 2 
ならば
X;=d〆2, i=l. .. , k+l. 
X; =d; -bk+b i=k+ 2, .. , n.
軍司’ 1・4
」 L-B」，
仇＋l=dk+1/ 2 + [(D+ ~ [d；－仇＋i)I 2 -EJ I (n-k-1) 
であるO
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このケースはDI2壬E孟D-nd1/2の場合の CG整合解を与えているO
各々について， E= CD ＋－~ ~di -dk+2)) I 2とすることにより，
bk+l；亘dk＋〆2
であることが確かめられるので，各i=k+2,.. , nについて
X；孟d;/2
となることに注意する。
EがD/2から増加するにつれて，今度は，最初に債権者nの取り分Xnが増
加する。これがXn=dn -dnー1/2になるまで続き，その時点からは新たに債権
者n-1が加わって， Eの増分はnとn-1が分割するO これがXn=dn一dn-2
/ 2, Xn-1 =dn-1 -dn-2/ 2となるまで続き，その時点（同時に起こる）以後は新
たに債権者n-2が加わり， Eの増分は n,n-1およびn-2が均等に分割す
るO 以下，同様にして，最後に債権者2が増分の獲得に加わるO このケースで
は債権者1の取り分はd1/2に固定されたままであり，各債権者i=1 .... , n 
の取り分は最終的に Xiニdi一d1/2に到達する。
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ケー ス（札 D-nd1/2孟E亘Dならば， Xiニ di一（D-E)/n, i= 1. .. , n. 
このケースでは，すべての債権者がEの増分の獲得に加わる。しかも，
X; = (d; -d〆2)+ l_ (E-D+nd〆2)
n 
であることから， Eの増分は均等分割されていることがわかる。
以上がCG整合解の一般公式であるO この公式の中には残余の均等分割なる
分割法が繰り返し形をかえて現われるのに対し，比例分割を暗示する分割法は
全く現われてこない。表1のE=300のケースで解が比例分割となっているの
は， E=D/2であって，このときは， X;=d;/ 2 (i= l, .. , n）となることに
よる当然の結果であるにすぎない。とくに， Eが十分大きいケー ス（卸）でも比例
分割は偶然による場合と E=Dとなるトリヴィアルな場合を除いて姿を現わさ
ないことは注目に値するO ケー ス（卸）の解を
d;-X；ニ (D-E)/n, i= 1. .. , n 
と書きかえてみればわかるように， CG整合解はこの場合，各債権者について，
損失が均等になるような分割を意味しているのであるO
4.仁と CG整合解
A-Mが与えたもう一つの主要定理は，現在の協力n人ゲームの解と CG整
合解との間の密接な関連を示すものであるO 実際，彼らは破産問題（E;d）に
付随した形式的な破産ゲームを考察することにより，破産問題（E;d）の CG
整合解が破産ゲームの仁と一致するという印象的な定理を証明したのであるO
もちろんこれはTalmudの賢者が， 20世紀に登場したゲーム理論をすでに
知っていたということを意味するものではない。むしろこれは，分配の問題を
扱うためのモデルである協力n人ゲームと，その解のひとつである仁
(nucleo-lus）の有効性を例証するものとみるべきであろう。
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協力n人ゲームは，主体の集まりから成る提携（coalition）が，提携として
の力にもとづいて自分達の取り分を大きくするという人間行動を記述するモデ
ルである。解とは，このような状況での各主体の有り得べき取り分を指定する
もので，仮定されている行動原理に応じて様々なものが有り得る。仁はこのよ
うな解の一つであるが，他の解と異なり，最大の不満を最小化するという分配
上の価値判断を含んだ解であるO しかも，つねにただ一つ存在するという著し
い性質をもつものであるO
さて，協力n人ゲームは形式的には（N,v）で与えられる。ここに， N={ l, 
2, .. , n｝は主体iの集合で後で債権者の集合と同一視する。 vは， Nの
任意の部分集合Sに対し実数値v(S）を対応させる関数であるO v(S）は提携S
の握盤盤と呼ばれ， Sが自身で獲得可能な利得を与えるO なお，空集合φに対
してはv（φ）= 0とする。
ゲーム（N,v）の利得ベクトルとは，各主体iへの分配額Yiを与えるリスト
yニ（yi, ... , Yn）で
Y1 ＋…＋ynニv(N)
をみたすものを言う。 v(N）はもちろん全体Nが獲得しうる利得である。ゲー
ム（N,v）の解とは，利得ベクトルyのある集合を指定する行動原理である。
ゲーム（N,v）の仁は以下のように定義される利得ベクトルx=(xi. .. , 
Xn）であるO任意の利得ベクトルyに対し， y(S）でSに属する iについての y,
の和を表わそう。このとき，利得ベクトルyに対する提携Sの余剰（excess）を
v(S) -y(S) 
(4) D. Schmeidler, The Nucleolus of a Characteristic Function Game, SIAM J.
Appl. Math. 17, 1163 -170, 1969.なお， Schmeidlerの命名によるこの nucleo-
lusは生物学用語で、あるが，日本人には孔子の説L、た仁を連想させる。
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で定義する。この余剰は利得ベクトルyに対する提携Sの「不満」ないし「損
失」の大きさを与える尺度であると解釈される量である。いま，空集合を含め
て全部で 2n個の提携の各々について，余剰v(S)-y(S）を大きいものから順
主並べて得られる 2n次元ベクトルを 8(y）と書く。このとき，利得ベクトル
xがゲーム（N, v）の仁であるとは，任意の y(yキx）に対し
8; 0 (x) < 8; 0 (y) 
ここに， io司 nin{h I 8h(x) :f:8h(y)} 
となることであるO すなわち，。（x）と 8(y）の各成分を比較し，最初に異な
る成分についてxに対する余剰の方がyに対する余剰よりつねに小さいなら
ば， xを仁と呼ぷわけであるO 。（x）の成分は 8,(x）孟82(x）詮・・・ 2三
82°(x）のように並べてあることに注意すれば，仁xは確かに最大の不満を辞書
式の比較において最小化していることがわかる。
以上の準備のもとで，破産問題（E;d）に付随する破産ゲームを定義しよう。
Nはn人の債権者の集合とする。債権者の任意の集まり Sに対し， Sの提携値
VE;d (S）を次のように与える：
VE;d (S) = (E-d(N-S))+ 
この意味は，破産問題（E;d）において， Sが自身で獲得できる取り分を，蓋
判所に赴くことなく確実に獲得できる額とするということである。 d(N-S) 
は， Sに属さないすべての債権者への負債額の合計であり，提携Sが確実に自
身で保証できる額は Eからこの値d(N-S）を差し号｜し、た残余，またはOであ
る。このように定義される対（N, VE;d）を破産ゲームという。
定理D.破産問題（E;d）の CG整合解は，破産ゲーム（N, VE;d) 
の｛二である。
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第2節でみたように， CG整合解は残余の均等分割のほかには分配上の価値
判断を含んでいない。これに対し，仁は最大不満の最小化という価値判断を陽
表的に含む解の概念である。これが一致するということは，破産ゲーム（N,
VE;d）において，仁がCG整合解の定義に似た，債権者間の個別の交渉における
均衡として達成されるのではないかという希望を抱かせるO 要するに，一定の
価値判断のもとで望ましい状態を人々の私的動機にもとづく行動を通して実現
するという可能性のことであり，これは厚生経済学の基本定理との関連におい
て重要なことである。 A-Mの定理Dの証明は，はからずも，ゲーム理論の範囲
でこの可能性を示す構造となっているO すなわち，ゲーム（N, VE;d）のカーネ
ルと呼ばれる解がただ一つの利得ベクトルを含むことを示し，仁はつねにカー
ネルに含まれることを述べるシュマイドラーの定理を経由して証明を完結して
いるのである。ここで，詳細は略すが，カーネルは，任意の2主体間での要求
の均衡という考えにもとづいて定義される解の概念であり，仁のような価値判
断を含んでいない。破産ゲームのカーネルが唯一の利得ベクトル，すなわち，
仁を含むという事実が，最大不満の最小化を残余の均等分割にもとづく CG整
合性によって達成することを可能にしているのであるO
5.おわりに
Talmudの賢者達が1969年に文献に初めて現われた仁をすでに知っていた
(5) これはRawlsの差別原理を想起させるが， もちろん同じではない。 J.Rawls，“A
Theory of Justice”， Harvard University Press, Cambridge. 1971. 
(6) Schmeidler, op. cit. 
( 7) 仁の定義のみを用いる初等的証明も可能である。 M.Nakayama, A Direct 
Proof of Aumann and Maschlers’Theorem on the Nucleolus of a Bank-
ruptcy Game, Working Paper No. 81. Toyama University. 
(8) M. Davis and M. Maschler, The Kernel of a Cooperative Game, Naval Res. 
Logist. Quart. 12, 223 259, 1965. 
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とは考えられないが， CG整合解についてはあり得ることである。 3人の債権
者のうちの任意の2人に CG原理を適用するということは，現代のゲーム理論
を経由せずとも到達し得る考えであるからであるO
本稿で考察した破産問題は，言うまでもなく，現実の破産問題を構成する多
くの要素を捨象した一つのモデルである。とは言え，その単純さの中に問題の
本質を完全にとらえていることは明らかである。それゆえ，現実の破産問題に
おいて比例分割が一般的であるとすれば，（E;d）においてこれを導くような別
の原理が存在するのだろうかという疑問が生ずるO これは興味深い問題であ
り，退化したケース： E=Dの場合の自明な解 XO= (di, .. , dn）を基準とす
るものである。それゆえ， EがDから減少した場合に，各債権者の取り分を XO
における比率を保って減少させることを正当化するような公理が必要であろ
う。これは，残余の均等分割ほど自明なものではなし、。分配上の公正とのかか
わりを別にすれば，比例分割は確かに現代のわれわれにとっては理解しやす
l 、。制度として確立するためには，これだけで十分なのだろうか？ だとすれ
ば， Talmudの賢者のみならず20世紀のわれわれさえ理解し得る CG原理そ
のものにも制度として確立する資格は十分に備わっていると言えるのである。
(9) もっとも，オーマンは，インフォーマルなところではゲーム理論はタルムードか
ら始まった，と言っているようである。ちなみに，ゲーム理論の創始者たる J.フォ
ン・ノイマンをはじめ，強力なリーダーであるオーマン，マシュラー，また仁を提
示したシュマイドラーなどは皆，ユダヤ系の学者である。彼らの精神構造にはタル
ムードの教えが無意識のうちに脈々と受け継がれていたということであろうか。
(10) この，一斉に引きのばすことを，一斉に加えることより好む（？）傾向は次の興
味深い事実を想起させる。採点済みの試験の満点を100から 200に変更する必要が
生じた時，われわれは普通，得点を2倍にはするが，一斉に100を加えようとはし
ない。これによって平均値はシフトするだけで，分散は不変であるにもかかわらず，
である。
